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Problema 1 Solutiile reale ale ecuatiei 3% = 9V® sunt:
(a) 9+45
(b) 4£/5
(c) 1
(d) —7++5

Solutie: 1 FEcuatia pe care dorim sa o rezolvam este:

Din injectivitatea functiei exponentiale avem:

rz—1

5 =0/t r—1=4y = 2> -2z +1= 162

In cele ce urmeazd vom rezolva ecuatia de gradul IT
2°—18z+1=0

Discriminantul acesteia este A = 320. Obtinem cele doud solutii:

1
xlzs%ngwx/g

1 _
:c2:8T8\/g:9—4\/5

Raspunsul corect este (a).

Problema 2 Considerdm ecuatia x> — mx +m — 1 = 0. Valoarea intreagd a parametrului m pentru care una dintre

radacinile ecuatier este dubla celeilalte este:

(a) m=1
(b)) m=3
(¢) m= -3
(d) m=6

Solutie: 2 Vom identifica mai intdi solutiile ecuatiei st vom purta disculia in functie de parametrul m. Discriminantul
ecuatiei este A = m? — 4m + 4 = (m — 2)%. Solutiile ecuatiei sunt:

' 2
Distingem de aici cazurile:
m+ (m —2)
S
m+ (—m+2)
Tog = B



Avem de analizat solutiile:
r1=m-—1
To = 1
Dorim ca una dintre raddacini sa fie dubla celeilalte. Avem 2 situatii:

Ty =29 > >m=3€7Z

3
x2:2x1—>m:§¢Z

Raspunsul corect este (b).

L 3 o . . S .
Problema 3 Valorile reale pozitive ale parametrului m astfel incat lg\/m, ok lg m sa fie trei termeni consecutivi ai unei

progresii aritmetice sunt:
(a) 1
(b) 10
(c) 100
(d) 1000

Solutie: 3 Din proprietatile unei progresii aritmetice cunoastem ca termenul de rang n este media aritmeticd a termenilor
echidistanti de el. Prin urmare ne dorim ca:
3 lgym+ligm

2 2

Conditia precedentd se rescrie sub forma:

3 3l

S9N g m =2 m = 100.

2 4
Raspunsul corect este (c).

r+y+22=0

Problema 4 Valoarea parametrului a pentru care sistemul ¢ x + 2y +az =0 este compatibil unic determinat este

—2z—y+32=0
(a) a#2
(b) a#0
(¢) a#9
(d) a # —3

Solutie: 4 Sistemul pe care dorim sa il analizam este unul omogen. Este cunoscut faptul ca un sistem omogen este
compatibil unic determinat daca si numai daca rangul matricer sistemului coincide cu numarul de necunoscute. Matricea
sistemului este:

1 1 2
A= 1 2 a
-2 -1 3

Fiind o matrice patratica putem sa calculam determinantul acesteia si sa purtam discutia in functie de valoarea acestuia.

1 1 2
detA=|1 2 al=9-—a.
-2 -1 3

Rangul matricei va fie egal cu 3 daca determinantul este nenul, prin urmare rang A =3 < a # 9.
Raspunsul corect este (c).

Problema 5 Pe multimea numerelor reale se considerad legea de compozitie:
r*xy=u1xy—3r — 3y + 12.

Valoarea expresiei:
E=xxxzx*x...xx este:
N—_——

n ori



(a) E=3"—1

(b) E=(z—3)"+3
(c) E =3z +3"

(d) E = (z+3)"

Solutie: 5 Vom determina mai intai valoarea expresiei pentru cazuri particulare urmand sa generalizam pentru a obtine
rezultatul final.
Sa analizam mai intdi dacd legea de compozitie este asociativa. Vom studia dacad:

o (ynz) = (eey)a

xx(y*xz)=xx*(yz—3y —3z+12) = axyz — 3zy — 3xz+ 1220 — 32 — 3yz+ 9y + 92 — 36 + 12 (1)

Analog:
(xxy)*xz=(xy—3x—3y+12)*x 2 =wxyz — 3xz —3yz + 122 — 3zy + 92 + 9y — 36 — 3z + 12 (2)

Se observa cd legea de compozitie este una asociativd.
e pentrun=2 avem E=xxx=2%—-6x+12= (v —3)?2+3
e pentrun =3 avem E = xxxxx = (v*z)xx = ((—3)?+3)*z = 2(x—3)?+3z-3(z—3)*—9—-3z+12 = (—3)3+3.
Poate fi demonstrat prin indutie ca

E=gzxz*...xx=(x—3)"+3.
—

n ori

Etapa de verificare a fost parcursd anterior. Pentru etapa de inductie vom presupune ca P(k) este adevdratd si vom
demonstra ca P(k + 1) este adevaratd.

e Presupunem cd P(k) este adevaratd:
cxxx.. . xx=(r—3)"+3
—_—

k ori

e Dorim sd demonstram cd P(k+ 1) este adevdratd deci:

cxrk.. . xx=(xr—3) 3
—

k+1 ori

Se observa ca:

cxrx. . xrx= (-3 +3)rxr=x(-3)"+3r -3 -3 -9-32+12=(z -3 +3
-
k+1 ori

S-a obtinut P(k 4+ 1) adevdratd deci conform principiului indutiei matematice rezulta cd P(n) este adevdratd.
Raspunsul corect este (b).

Problema 6 Valoarea parametrului m € R astfel incat valoarea mazimd a functiei f(x) = ma? — 8z — 3 sd fie 5 este

(a) m=2
(b)) m= -2
(c) m=1
(d) m=5

Solutie: 6 fncepem prin a aminti faptul ca daca dorim sa determindm valoarea maximd a unei functii de gradul ol Il-lea
f:R =R, f(z) = ax?+ bz + c vom impune mai intdi conditia ca a < 0, adicd m < 0. Valoarea mazimd a functiei este

Y= Avem

A
—Z:5<:>—64—12m:20m—>m:—2<0
a

Raspunsul corect este (b).



Problema 7 Se considerd functia f : R = R, f(z) = e — e~ . Atunci valoarea sumei S = g(1) + g(2) + ... g(2022)
unde g(x) = f'(x) — f (x) este:

1 — 2022

(a) 262022(1 _ 6)
(b) 62022 + 672022

(C) 672022

1 — 2021
d) 2———
(d) €2022(] + ¢)

Solutie: 7 Dorim sa identificam mai intdi expresia functiei g. Pentru aceasta vom calcula mai intai derivatele de ordinul
I si pe cele de ordinul I pentru functia f deoarece acestea apar in erpresia functiei g.

. f’(ac) — % e
o fl(z)=e"—e®

Obtinem:

1"

g@)=f(z)—f (x)=e"+e * —e"+e ¥ =2"".
Suma de calculat este
_ 1 1 1
5—2 g'f‘;‘*"f‘m
C ‘ L . ) y . 1
Putem sa privim expresia obtinutd ca fiind suma unei progresii geometrice de ratie —.
e

1

1 mosz — 1 1 1-e2022 1 — 2022
Sogoe = = e = = : =
e 1 ) e 22022 1—e €2022(1—¢)
e
Suma pe care noi dorim sd o calculam este:
1 _ 2022
S =28 =2—
Raspunsul corect este (a).
2(rx —1
Problema 8 Se considerd functia f : (0,00) = R, f(z) = Inz — % Atunci abscisa punctului de pe graficul
x

2
functiei f in care tangenta este paraleld cu dreapta d :y = gx este:
(a)
(b)
(c)
(d)
Solutie: 8 Din punct de vedere geometric derivata unei functii intr-un punct xg, dacd aceasta existd, reprezintd panta

tangentei la graficul functiei in punctul (zo, f(70))
In prima faza vom calcula derivata functiei propuse:

O~ = NI~ R

o120 20— 1 4 (z—1)
fley=3 1 T @A) 7 @rE a@rl)

2
Panta dreptei d este mg = 9 Dorim sd identificam abscisa pentru care mg = f'(x). Obtinem ecuatia:

(z —1)? 2 3 2 L 2 L
— s ==& 22" -5 200 -9=0% —— ) (22" -4 18) =0—=2z=—.
2@ 12 9 x x” + 20z T =3 (2z x + 18) z=3

Raspunsul corect este (b).



Problema 9 Se considerd functia f : (0,00) — R, f(z) = e*®. Atunci
(a) f este concava pe (0,00).
(b) f este convexa pe (0,00).
(¢) f este crescatoare pe (0, €]

(d) f are un punct critic in x = 1.

Solutie: 9 Pentru a vedea care dintre variantele prezentate este corectd avem nevoie de expresia derivatelor de ordinul I
si de ordinul al II-lea pentru functia propusd spre analiza. Derivata functiei este:

f'(x) = (Inz 4 1)e* 7,

Observam ca f'(x) < 0, Va € (0,¢e] prin urmare f este descrescatoare pe (0, e].
Cum f'(1) =1 — z =1 nu este punct critic. Calculam si

f ()= f(z) ((1 +Inz)? + ;) > 0.

Deoarece derivata de ordinul 11 este pozitivd rezultd cd functia este convexd pe (0,00).
Raspunsul corect este (b).

Problema 10 Valoarea parametrilor reali a $i b astfel incat lim (\/ 22—z +1—ax— b) =0 este:

r—00

(a) a=b=1
1
:1 = ——
(b) a=1,b 5
(c)a=2b=1

1

= — :2

(d) a 2,b

Solutie: 10 Limita este infinitd dacd a® # 1 deoarece numdrdtorul ar avea gradul mai mare decdt numitorul. Dacd
2
a“=1—a==l1.

1(1+2b 1
. Dacda:léL:g:()Hb:_,
2 2
e Dacia=—-1= L= lim (Vo2 +z+1+2—b) =00
T—r 00

Raspunsul corect este (b).

1
Problema 11 Fie functia f : (0,00) = R, f(z) = % Daca F este o primitivd a functiei F astfel incdt F(1) =0
x

atunci lim F(z) este:

(a) In2

(1) 22

In2

() =

(d) 0

Solutie: 11 Ne propunem sd identificam mai intai primitiva functiei f

F(a:):/f(x) dx:—;/(HlIz)/-ln xdxz—%ﬁzz)Jr;/de

Pentru a calcula ultima integrald vom folosi descompunerea tn fractii simple dupd cum urmeazd

) A BotcC A+B=1 A=1
7:—+x7—>1:A(1+x2)+(Cx+D)x—> C=0 — =-1
x(1+22) = 1+a? A1 o



Revenim la calcularea primitivei:

In x 1 1 1 T Inzx inx 1
Fle) = —grm—o 5 [ —do— o [ e =~ ELTAR.
(@) 2(1+:172)+2/x v 2/1+x2 G T R R LU R

122lnz 1
=—-——— ——In(1 2 .
511z gniHT)HC

In 2
Dz’nF(l):O—>C:nT.

Pentru a finaliza trebuie sa calculam:

. . laz?lnz 1 9 In2
i Fw) = i (5705 e+ 1) 5)
Vom calcula mai intai: 2]
. lz*lnx 1 9
{= Jim <21 Rl Rl G >> (©)

Vorbim despre o nedeterminare de tipul oo — oo. Pentru a gast valoarea limiter vom imparte numaratorul si numaitorul la

z2.

1 .. 21nx—w—ln(x2+1)
=~ lim | (7)
Avem ca )
In(1 / 2
i PO, 2
T—00 T z—00 23’;(1 + 22)
1
Analog lim — = 0. Limita de calculat devine:
T—00 I
1 1 2
L
Revenim la limita initiald si obtinem:
. In2
A FW =7

Raspunsul corect este (b).

Problema 12 Valoarea expresiei S = sin®1° 4+ sin? 2° + ... 4 sin® 90° este
(a)
(b)
(c)

SERER N

(d)
Solutie: 12 Vom folosi formula sinx = cos(90° — x). Expresia de calculat se rescrie sub forma:
S =sin®1° +sin%2° + ... +sin? 90° = sin® 1° + sin® 2° + ... + sin® 45° + cos? 44° + ... + cos? 1° + cos? 0°.
In cele ce urmeazd vom face apel la identitatea fundamentala:
sin?x + cos’z = 1.

Ezxpresia propusa se rescrie astfel:
:2 40 240 :.2 090 2 5o 2 o 2 o 2 o 2 no 1 91
S = (sin” 1° + cos” 1°) + (sin” 2° + cos” 2°) + ... + (sin® 44° + cos” 44°) + sin“ 45° + cos“ 0 :45+§ =3

Raspunsul corect este (a).

Problema 13 Valoarea parametrului real a pentru care vectorii i = 2 + af $1 U= 30+ (a— 2); sunt coliniari este:

(a) a=5



(b) a=4
(¢c) a=—4

(d) a=3
Solutie: 13 Cei doi vectori vor fi coliniari dacda coordonatele lor vor fi proportionale. Prin urmare avem
2
ﬁ||17<:>f:L—>3a:2a—4:>a:—4.
3 a—2

Raspunsul corect este (c).

Problema 14 Consideram triunghiul dreptunghic ABC cu AB = 3 gi masura unghiului C' de %

laturii AC gtiind ca (m(@) =90°)?
(a) 3
(b) 5v3
(c) 2
(d) 3v3

. Care este lungimea

Solutie: 14 Vom utiliza teorema unghiului de 30° care afirmd cd intr-un triunghi dreptunghic cateta opusd unghiului de
30° este jumdtate din ipotenuza. In cazul de fatd triunghiul este dreptunghic in A atunci ipotenuza are lungimea de 6

unitdti. Folosim teorema lui Pitagora si obtinem AC = 3v/3.
Raspunsul corect este (d).

Problema 15 Considerdm triunghiul echilateral My MMz cu M1(1,0) si Ma(2,1) . Atunci coordonatele varfului ramas

sunt:

- <3i\/§ 1:F\/§>

2 72

) (3;2\/37112¢§>
(c) (1,2)
(d) (v/3,1)

Solutie: 15 Vom nota coordonatele virfului ramas cu Ms(z,y).

Dorim sa identificam coordonatele varfului Mz astfel incat triunghiul My MoMs sd fie un triunghi echilateral. FEste

cunoscut faptul ca intr-un triunghi echilaterat lungimile celor trei laturi sunt egale. Vom avea:

MMy = \/(xn, — 2a0,)? + (Yns, — Y, )2 = V2
M, M3 = \/(st - $M1)2 + (yM% - yM1)2 = \/(l’ - 1)2 + y2
MyMs = \/(xn, — 2a1,)? + (Y, — yas)? = /(2 — 2)2 4 (y — 1)?

Vom avea de rezolvat sistemul:

{\/iz (z—1)% +y? @{2:x2_2x+1+y2

V@ =224+ (y—1)2=/(z —1)2 + 42 P —dr+4+y*—2y+1=a*—-20+1+y>

Vom inlocui pe y din a doua ecuatie in prima ecuatie $i vom obt{ine:

4)
2220 +4—4x+22-1=0 222 —6x+3=0
Discriminantul ecuatiei de gradul IT in x este A = 36 — 24 = 12. Obtinem:
6+2v3 3+V3

4 2
_g_g_g 3EVB_1FV3
Y1,2 D) 5

T12 =

Raspunsul corect este (a).

{

22 -2x+y>-1=0
z+y—2=0



Problema 16 Raportul dintre raza cercului inscris si raza cercului circumscris unui patrat este

(@

1
o)
() 3
() 2

Solutie: 16 Consideram pdatratul de latura a. Atunci raza cercului inscris este jumdtate din lungimea laturii patratulus,

a av'2 a 2 1
adica o Raza cercului circumscris este jumatate din diagonala patratului Tf Obtinem raportul — - —= =

2 a2 V2

Raspunsul corect este (b).
Problema 17 Valoarea parametrului m pentru care sistemul neomogen de masi jos este incompatibil este:

r+y+z=2
r+2y—3z=1
3x+5y—Hz=m

(a) m=4

(b)) meR

(c) meR— {4}

(d) sistemul este compatibil pentru orice m.

Solutie: 17 Un sistem neomogen este incompatibil atunci cand rangul matricei extinse este mai mare decat rangul ma-
tricei sistemului. In cazul de fata:

1 1 1
A={1 2 —3|,det A=0
3 5 =5
Avem:
Ap:H ;’:17&0—>Tangz4:2.
1 1 2
Apr =11 2 1|l=m-4=0m=A4.
3 5 4

Observam ca rangul matricei sistemului este 2, iar pentru m # 4 rangul matricei extinse este 3.
Raspunsul corect este (c).

Problema 18 Punctele (0,1) si (3,5) sunt doud varfuri ale unui triunghi de arie 5 iar dreapta 3z + 4y = 0 este una
dintre inalfimi. Coordonatele celui de-al treilea varf din semiplanul sunt:

(¢) (1,1)

w (33

(c¢) (0,0)
28 21
Solutie: 18 Varianta 1: Dacd P(a,b) este cel d-al treilea virf avem:

Pe(d)<3a+4b=0.

Mai mult:

b
g
I

N =
Q W O

11
5 1|=453a—4b=45
b 1



Avem de analizat urmatoarele sisteme:

32
3a+4b=0 a=—-5c
_ _13 ® 57
4a+3b=13 po 2

25

) u 28
3a+4b—0 =5
—da+3b=-T po 21

25

28 24
Deoarece dorim un varf din semiplanul drept vom alege P <25, —25) .

Varianta 2: Vom identifica mai intdi lungimea inaltimii. Sa observam cd niciunul dintre cele doud varfuri nu apartine
tnaltimii descrise in enunt. Sa calculam lungimea bazei adica distanta dintre cele doua puncte:

b=V T 16=5h=2

Mai mult ecuatia bazei este:
x  y—1

by: = =>"—— >4 —-3y+3=0
3T 4 TSyt
Consideram P(a,b) coordonatele varfului cautat.
=1t 3t
Ecuatia parametrica a inaltimii este 3t . Punctul P apartine inaltimii deci verificd ecuatia acesteia: P <t, 4)
T4
Avem: 0
t
a4+ — 43
|4a — 3b + 3| ' 4 ‘
d(P,b) = =
(P,b) 7 7
Stim ca aceasta distania este de 2 unitati. Obtinem relatia:
25t + 12 —12+40
L 0ot p12=240 s t= o
4 25
28
Vom alege varianta care ne conduce catre x, > 0 — 2%1
b=——
25

Raspunsul corect este (d).

(a —b)sin(z+y) + (a+b)sin(x —y) =0
tgx - tgy = ab

Problema 19 Solutiile sistemului de ecuatii { sunt :

(a) x = km £ arctg a
y = km + arctg b
T
b = = —
(b) z=y=3

x = km + arcsina
(¢) 4 .
y = km + arcsinb

(d) {
y:

Solutie: 19 Sistemul se rescrie sub forma:

o~
Tl

asinzcosy + acosxsiny — bsinzcosy — becoszsiny + asinxcosy + bsinxcosy —acosxsiny —bcoszsiny =0
tgx-tgy = ab

sau.

ab
tgy — bt =0 t = — t =4 =kr+ t
atgy g o g o g a _ ]z ™+ arctg a
tgx-tgy = ab tgy = +b y = km + arctg b

Raspunsul corect este (a).



us
2

Problema 20 Solutia ecuatiei L + /L_mzdx =0 este:
4 1+4sin“zx
0

(a) =0

(b) x = —2(e*" +1)
(c) z=v2

(d) ©=—m

Solutie: 20 Vom calcula mai intai valoarea integralei

[ME]

3
cos T T
———dx = arctg(sinx = —
/ 1+sin®z 9 ) o 4
0

Ecuatia de rezolvat devine:
=0=z=—m.

RS
1

Raspunsul corect este (d).

a 0 0
Problema 21 Consideram X = |0 a 0] ,a € R. Valoarea parametrului a astfel incat X sa fie solutie comund a
0 0 a
ecuatitlor matriceale
3 1
(1 2 3)-X-[2]=1s(3 2 1)-X-(2]=1 este:
1 3
3
(a) 10
2
h) ——
() 10
1
(c) 10
7
d) —
(4) 10

Solutie: 21 Vom determina pe rand solutiile celor doud ecuatii matriceale

3 a 0 0\ /3 3 .
(123X (2)]=160 23 (0a 0] (2]=15(@ 2 30 |2)]=1ella=12a== ()
1 00 of \1 1 0
Analog:
1 a 0 0\ /1 1 .
32 1)-x(2]=1e3 2 1) [0ao0] [2]=14@ 20 o) [2]|=1010a=1=0a=— (10
3 00 af \3 3 10

Raspunsul corect este (b).

Problema 22 Daca a, b, ¢ reprezinta lungimile laturilor unui triunghi iar hq, hy, he tnaltimile corespunzatoare atunci

1 a hy-he
valoarea determinantului D = 1|1 b h, - h.| este:
1 ¢ ha . hb
(a) D = abe
(b)) D=0

(c) D =a?+ b+ c?

10



(d) D= %(ab—kbc—i—ca)

Solutie: 22

b-h
A= —
In cazul de fata vom avea urmdtoarele relatii:
b 2A
a a
_a-hy b-hy c-he 2A
A_2_2_2_>hb_§
he = —
c
Determinantul se rescrie sub forma:
1
1 a —
1 a hy-he blc 4A21 a a
D=1 b hg-h|=44%|1 b —l=——|L b b=0
1 ¢ hg My . Cﬁc a1 ¢ ¢
‘@b

Raspunsul corect este (b).

Problema 23 Valoarea sumei

i 2km
S = ZCOS <2n+1> este

(a) S=0

(b) S=1
1

(c) §=—3
1

Solutie: 23 Vom porni de la relatiile:

. ™ 21 . 3T . s
2sin cos = sin — sin
2n+1 2n+1 2n+1 2n +1

T 47 . 5 . 3
cos = sin — sin
2n +1 2n+1 2n+1 2n+1

2sin

T 2nm . . 2n—1Dr7
cos =sinw —sin ——
2n+1 2n+1 2n+1

Deoarece sinm = 0 adunand relatiile scrise anterior vom obtine:

2sin

n

T Zcos 2kn = —sin ul
2n+1 4 2n+1) 2n + 1

2sin

Raspunsul corect este (c).

1
Problema 24 Dacd numdarul complex z € C verificd 22 + z + 1 = 0 atunci valoarea expresiei z* + — este:
z

(a) 1
(b) i
(c) =i
(d) -1

11



1 241
Solutie: 24 Obtinem 23 =1 — 2* =z deci z + - = Gl
z

Problema 25 Se considera dezvoltarea

z

m+133*2”

= —1. Raspunsul corect este (d).

, n € N*. Pentru n = 8 care sunt valorile lui = pentru care

diferenta dintre termenii al saselea $i al patrulea ai dezvoltarii sa fie 56 ¢

(a) x=0
(b) x=-1
(c) 2 =2
(d) x=4

Solutie: 25 Rescriem conditia Tg — T, = 56.

Avem:

z \ 8—5 5\ 9 z \ 8—3 5\ 3
23 216 . 22 216
| = == —C2 | = . = =56 &
8<2§6> (22;) 8(25’6) <2z>

Din relatia predecedenta obtinem.:

2
2l 9T =] 5 = 27 =1 5922 419" _2=0—>32"=1 saqu?2”

2.’1,‘
Vom alege 2° = 1.
Raspunsul corect este (a).

12

25 _ 5a 876 _5z_15
2% ~16t16 > 2 16

2

876 _32_0
2

=-1



