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Problema 1 Produsul solutiilor ecuatiei /1 —x + /x =1 este:
(¢) 0
(b) 2
(c) -1
(d) 1
Solutie: Conditiile de existentd pentru cei doi radicali sunt:

1—22>0 <1
r= 5= —x € [0,1].
z>0

z>0
Izoldm un radical si obtinem /1 —z = 1 — \/z. Prin ridicarea la patrat a relatiei precedente obtinem:
l—z=1-2z+2—=2V/z =22 = Vz ==
Ridicam inca o data la patrat si obtinem:

mQ—x:O—MU(x—l):O—){xl:

To =

Observam ca {0,1} C [0, 1] prin urmare ambele solutii convin, produsul acestora fiind 0.
Réspunsul corect este (a).

1
(a+bcos2t+ csint)dt = 3

C—s8

Problema 2 Daca a, b, ¢ sunt determinate astfel incat sa aiba loc egalitatea ili)%%
atunci S = |a| + |b| + |c| este egald cu:

(a) 4

(b) 1

(c) 3

(d) 2
Solutie: Vom calcula mai intai valoarea integralei:

x

x x x

in 2t in 2
I(:z:):/(a+b0032t+csint)dt:at T s —ccost| =az+bnt _ccosatc (1)
0 0 0
Vom trece acum la calcularea limitei:
1 1 in 2
L=1lim — [ (a+bcos2t+ csint)dt = lim — | ax + p2T  ccosz +c (2)
z—0 3 z—0 3
0

o o . . 0o . o . .
Observam ca pentru x — 0 vom obtine cazul de nedeterminare g prin urmare vom calcula limita folosind regula lui
I’Hospital:

o1 :
L:alcl_r)r%)@(a+bcos2x+csmx) (3)



Acum dacad a + b # 0 am obtine ca L = oo contradictie cu cerinta problemei. Prin urmare vom considera a + b = 0 si
vom aplica din nou regula lui I’'Hospital.

1
L = lim P (=bsin 2z + ccos ) (4)

x—0 O

Dorim ca limita sa fie una finita deci vom impune conditia ca ¢ = 0. Limita de calculat devine:

—bsin? i 2
I — lim bsin 2z :—élim sin x:_g (5)
z—0 6x 3 z—0 2z 3
Avem acum de rezolvat ecuatia:
b 1
——=-—=b=-1
3 3

Revenim la conditiile impuse pe parcusul rezolvarii pentru a determina parametrii ramasi:

a=1
a+b=0
— b
c=0

Atunci:
S=lal+1b]|+1c|=14+1+0=2.

Réspunsul corect este (d).

2

Problema 3 Multimea valorilor lui a € R pentru care ecuatia In(l + 2x) — xz* = a are o singurd solutie strict negativd

este:

(a) (=00,0)

o (=)

(c) (1,e+1)
(d) (—o0,1)

1
Solutie: Din conditiile de existenta pentru logaritm obtinem 142z >0 — 2z > -1 > x € (2, oo> .

Studiem acum functia f(z) = in(1 +2z) — 22, f: (—1, oo> — R.

2
Avem: )
2 —2(2 -1
Fla) = e = 22D
142z 1422
I = -1
Se observi ci f'(z) =0 222 + 2 — 1 & 1
T = 5
1 1
Din cele doua solutii scrise anterior cea care convine este 3 € (—2, oo) . Dorim sa intocmim tabelul de variatie pentru
functia f. Pentru aceasta avem:
1 1
—)=In2--4 f(0)=0
¢ r(2) =m0
. . 9 1
e lim f(z)= lim In(1+2z)—2°=—-00— - =-00
z——1 z——1 4

In(1+42
e L= lim f(x)= lim 22 (n(—l—zx‘) - 1)
T—00 T—00 e

Mai Intai observam ca:

Revenim la limita precedenta si obtinem:



T —% 0 l, a0
f(x) —0c0 S 0 [ Im2-%1 \, -
(z) + + + + 0 - -

1
Se observa ca In2 — 1 > 0 (inegalitatea revine, In urma exponentierii la 16 ; e, adevirat), deci punctul de maxim al

functiei f se afli deasupra axei Ox. Folosind graficul functiei f, examindm ecuatia f(x) = a. Distingem urmaéatoarele
cazuri:

1
(i) pentru @ > In2 — — | dreapta y = a nu intersecteaza graficul functiei f deci a nu intrunesgte conditia impusa de

definitia multimii M;

1 1
(ii) pentru a = In2 — —, dreapta intersecteaza graficul intr-un punct dublu de abscisd nenegativa z; = xo = R deci
a ¢ M;

1
(iii) pentru a € (0,ln2 — 4> dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise strict pozitive x; 2 > 0, deci
a ¢ M;

(iv) pentru a = 0, dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise x; = 0 respectiv zo > 0, deci a ¢ M;

1
(v) pentru a < 0, dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise x; € <—2, 0>, respectiv xo > 0, deci a € M,
singurul caz favorabil.
In concluzie, M = (—00,0). Riispunsul corect este (a).
ar—y+z=0
Problema 4 Valoarea parametrului a € R astfel incat sistemul ¢ 2x +y — 2 =0  sa aiba si solutii nenule este:
r+y+2z=0

(a) a=-1

(b) a=4
(c) a=-2
(d) a=0

Solutie: Sistemul este omogen si admite si solutii nebanale daca gi numai daca rangul matricei coeficientilor necunos-
cutelor este mai mic decat numirul de necunoscute. In cazul nostru, aceasta conditie revine la anularea determinantului
matricei coeficientilor necunoscutelor. Avem:
a —1 1
A=(2 1 -1
1 1 2

Fiind vorba despre o matrice patratica putem sa calculam valoarea determinantului atagat pentru ca ulterior sa purtam
discutia legata de rang in functie de valoarea obtinuta. Avem det A = 3a 4+ 6. Obtinem rang A = 2 pentru a = —2.
Réspunsul corect este (c).

Problema 5 Valoarea numdrului x € R astfel incat numerele z, 8, 3x+2 sd fie (in aceastd ordine) in progresie aritmeticd
este:

(a)
(b)
(c)
(d)

Solutie: Pentru ca cele trei numere sa fie in progresie artimetica al doilea numaér trebuie sa reprezinte media aritmetica
a celorlalte doua. Avem:

N ol =3

oot =

3z + 2 7
8:%%4x+2:16—>x:§.

Réspunsul corect este (a).



Problema 6 Fie M mulfimea valorilor parametrului m € R pentru care dreptele de ecuatii dy : mz +y = 2 st da :
x4+ my =1 sunt paralele. Atunci:

(a) M ={-1,1}
(b)) M =0
(C) M:{172}

(d) M ={-1,2}

1 2

Solutie: Conditia de paralelism revine la ? =—# 1 Obtinem deci m £ 1, iar M = {-1,1}.
m

Réspunsul corect este (a).

2 a

Problema 7 Rangul matricei A = <b 3

:?) este 1 pentru:

(a) a =15, bz%
(b) a=3,b=1
(¢c) a=5,b=1
(d) a=-15, b= —2.

Solutie: Rangul unei matrice reprezinta ordinul celui mai mare minor nenul al matricei propuse. In cazul exercitiului de
fata rangul va fi 1 daca toti minorii de ordinul 2 vor fi nuli. Avem de analizat:

2 a
Al = ’b 3 =6—ab
2 -5
Aq 'b 1’ =—-2+5b
Avem de rezolvat sistemul:
6—ab=0 a= ;5
—245b=0 b= E

Réspunsul corect este (a).

Problema 8 Valoarea parametrului m € R pentru care vectorii @ = (2m + 1);—1— 3; iU = i+ ; sunt ortogonali este:

(a) m=—1
(b)) m=0
(c) m=1
(d) m=2

Solutie: Conditia de ortogonalitate se scrie cu ajutorul produsului scalar. Avem @ | ¥ < (@, ¥) = 0. Pe de alta parte
folosind definitia produsului scalar avem (@, ) = —2m — 1+ 3 = —2m + 2. Observam ca produsul scalar va fi nul pentru
m=1.

Réaspunsul corect este (c).

Problema 9 Se considerd triunghiul ABC de varfuri A(0,2), B(2,0) si C(4,0). Centrul cercului circumscris triunghiului
ABC are coordonatele
(a) (0,0
(b) (
(c) (2,1
(

(d) (2,3

9

0,0)
3,3)
2,1)

)



Solutie: Amintim faptul ca centrul cercului circumscris unui triunghi se afla la intersectia mediatoarelor. Mediatoarea era

perpendiculara dusé prin mujlocul laturii. Mijlocul segmentului AB este M(1, 1), panta dreptei AB este m = Y — YA _
Ip —TA

—1, deci mediatoarea segmentului AB (perpendicularea pe AB care trece prin M) are ecuatia my : y—yy = ;(xfz M) —
m

y = z. Mijlocul segmentului BC este N(3,0), deci mediatoarea segmentului BC (perpendicularea pe BC care trece prin
N) are ecuatia my : & = 3. Centrul cautat se afl la intersectia celor doud mediatoare, deci este solutie a sistemului:

y==x o r=3
r=3 y=3

Problema 10 Valoarea expresiei E =1g°5 +1g® 20 +1g 8 -1g0,25 este:
(a) 2
(b) -1
(c) 5
(d) 4

Solutie: Pentru a determina valoarea expresiei vom folosi urmatoarele notatii:

Réspunsul corect este (b).

a=lgh, b=1g2 —>a+b=1.

Rescriem acum cantitatile care apar in expresie in functie de a si b:

1g%5 = a3
1g® 20 = (a + 2b)*
lg8 =3b

1
lg0,25 = lgi =-2b

Expresia de calculat devine:
E=a*+ (a+2b)*+3b- (—2b) = (a +a+2b) - (a* — a(a + 2b) + (a + 2b)*) — 6b°
= [2(a+b)] - [(a +b)* + 3b%] — 6b> = 2(1 + 3b*) — 6b* = 2
Raspunsul corect este (a).
Problema 11 Lungimea catetei unui triunghi dreptunghic isoscel de arie 18 este:
(a) 4
(b) 9
(c) 3
(d) 6

Solutie: Notand cu c lungimea celor doua catete egale ale unui triunghi dreptunghic isoscel si cu A aria acestuia, are loc
relatia:

2
Inlocuind aria data, obtinem 18 = < — ¢ =6.

Réspunsul corect este (d).

Problema 12 Unghiurile //l\, E, C ale triunghiului ABC' satisfac condifia
ctg A+ ctg B = 2ctg C.

Care este relatia verificata de laturile a,b, ¢ ale triunghiului ABC ?

(a) a® + b* = c?



(b) a? — b* = 2¢?
(c) a? +b* = 2¢2
(d) a®-b? = 2c2
Solutie: Rescriem mai Intai relatia din enunt, folosind definitia pentru functia trigonometrica cotangenta:

cosA cosB cosC cos Asin B + cos Bsin A cos C
sinA sinB sin C' sinasin B sinC

Vom rescrie acum numaratorul expresiei din primul membru folosind formula pentru sinusul sumei:

cos Asin B + cos Bsin A = sin(A4 + B) A+BtC=r

sin(m — C) =sinC

In baza celor scrise anterior conditia din ipoteza devine:

sin C _ 2cosC
sinA-sinB  sinC

In relatia precedenta aplicam teorema cosinusului pentru unghiul C' si teorema sinusului pentru toate unghiurile.

. a2+4b%—c2
2R _ 9 206 9¢2 = g2 4 B2,
2R 2R 2R

Réspunsul corect este (c).

Problema 13 PeR se defineste legea de compozitie xxy = xy+2ax+by. Relatia dintre a si b care asigurd comutativitatea
legit de compozitie este:

(a) a—b=2

b

(b) a=

(c) nu exista
(d) a=b
Solutie: Legea de compozitie este comutativa daca x xy = y * x, Va,y € R. Obtinem:
b
xy+2ax+by=yr+2ay+br<s 2a—b)(z—y)=0=a= 5

Réspunsul corect este (b).

2 z 0
Problema 14 Suma solutiilor ecuatiei |z —1 x| =0 este:
2 -5 4

(a) 5
(b) 2
(c) 6
(d) —1

Solutie: Vom determina mai intai valoarea determinantului pentru a putea identifica solutiile ecuatiei propuse. Se obtine:

2 x 0 T = 5-3 -1
r -1 z|=0e2>-5rx+4=0— 5_%_3
2 -5 4 Tp=—p— =4
Suma solutiilor este x1 + xo = 5.
Réspunsul corect este (a).
—141v3
Problema 15 Fie f: C — C, f(2) = 22+ 2z + 1. Atunci f <W> este:

2



(a) i
(b) 0
(c) 3i
(d) —2i

2

Solutie: Pentru inceput observam ca (2z +1)? = (ivV3) = -3 422 +42+1=-3 22+ 2+ 1 =0.

Réspunsul corect este (b).

1
Problema 16 Suma numerelor naturale mai mari sau egale cu 2 care satisfac inegalitatea (1 + ) <02 < 8 este:
n

(a) 6
(b) 25
(c) 9
(d) 8

Solutie: Existenta fractiei din enunt duce la conditia n > 0, care impreuna cu conditia din enunt, implica n € N, n > 2.

Inecuatia se rescrie sub forma:

n+1 n(n-—1)
n 2

<8en?-17<0-ne (—V17,V17).

Prin urmare

ne (—V17,V17)N{2,3,4,5,...} = {2,3,4}.

Solutia cautata este 2+ 3+4 =9.
Réspunsul corect este (c).

1
Problema 17 Cea mai micd valoarea posibild a integralei [ (2% — ax + b)%dx pentru a,b € R este:
S1

(a) 0

) &

(c) 7

(d) 1

Solutie: Vom calcula mai intai valoarea integralei:

1,5 2,.3 b2$3 4
5 5 T3

1 1
/(m2 —ax + b)*dx = / (Jc4 + a®2? + b2a? — 202 — 2a2® + 2abx) dr = (
-1 -1

da 2 2b? 1\? 2p?
:2a2‘3a+5+3:2<“‘3) 571

Réspunsul corect este (b).

Problema 18 Pentru ce valori ale lui m matricea A = (7711 T) admite inversa?
(a) m#£0
(b) m# +£1
(c) m # £2
(d) m # +4

—2b”CZ — %

3

3

2
T

2ab—
+a2

1

)

(6)

-1



Solutie: Matricea A admite inversa daca determinantul sdu este nenul. Avem:
det M =4 —m? = det M # 0 < m # £2.

Réspunsul corect este (c).

1
Problema 19 Media aritmeticd a punctelor critice ale functiei f : R* = R, f(z) =z + — este:
x

(a) =1
(b) 1
(c) 2
(d) 0
Solutie: Punctele critice sunt solutiile ecuatiei f/'(z) = 0. Cal culam mai intai derivata functiei:

1 x2—1
flay=1-—="——.

€T x

Din f/(x) = 0 obtinem z = +1. Media aritmetici este 0.
Réspunsul corect este (d).

Problema 20 Valoarea intreagd a numdrului x astfel incdt al treilea termen al dezvoltdrii (x + z'9 ©)° sd fie 10° este

(a) x =10
(b) z =6
(c) x =100
(d) x =8

Solutie: Avem Ty = C*a"=*bk, a =z, b= 2'%%. Impunem conditia ca
Ty = C22%(219 *)? = 10- 2429 © = 105 — 2329 @ = 107

Din relatia anterioara obtinem:
B3+2gx)lgx=5
Avem de rezolvat ecuatia de gradul al II-lea in lg x:
g%z +3lgx—5=0

Obtinem solutiile:

lg x = 5

1= 7%

lgx=1
Prima solutie nu convine, prin urmare x = 10.

Réspunsul corect este (a).

Problema 21 Fie matricele A = (1 0) st B= (

9 3 2 2) . Daca X = 3A — B atunci determinantul matricei X este:

16
(a) 13
(b) 2
(¢) O
(d) 20

Solutie: Vom identifica mai intai componenta matricei X:

1 0 2 2 1 -2
xos(D D)2 Y= (L D) aex-u

Réspunsul corect este (a).



23
Problema 22 Valoarea expresiei E = cos 1—; sin 112 este:

(a)
(b)
(c)
(d)

Solutie: Avem:

Wl 0ol = N

2377_ ( 7r)_ T
cos B =cos (7 12 = Cos —.

Expresia de calculat se rescrie sub forma:

B T . 0w 1 . =
= — SIN — = — S1n — .
COSPMTy To%M e T

Réaspunsul corect este (b).

Problema 23 Valoarea limitei:
. tg"x —1
lim ———— este
z—=4 2sin“z — 1

(¢) 0
(b) n
(c) 1

(d) oo
Solutie:
. tghe—1 . (tgr -1t tr+tg" a4+ 1) ) n tgr—tgh
hrl}r ) 7:111’@( - _— - — :thr - ——
z—=Z 2s8in“x — 1 z—=4 2(smx—s1nz) (smx—i—sm Z) n—Z 2ﬂsmx—smz
sin(x — %
:hH}r \n/’ (x741) r+ T
TR 2V2 2 cos z cos 7§ sin 24cos 24 (7)
_ r—z
2sin 4 cos 4
= lim n 2 2__p
s r— T T+ us
"5 2V2 sin —2 cos 4
2 2
Réspunsul corect este (b).
Problema 24 Valoarea mazimd a functiei f(z) = sin®™ z - cos®” x cu m,n € N se atinge pentru:
(a) sin?z =0
(b) sin®z =1
. 92 m
c) sin“x = ———
(c) n+m

(d) sinz = —1

22 =wu,u € [0,1]. Deci functia de analizat devine:

Solutie: Notam cu sin
f(z)=F(u) =u™(1 —u)".

Calculam derivata

F'(w) =mu™ (1 —u)” —nu™(1 —u)" "' =u™ 11 —u)" " (m — mu — nu)



Observam ca aceasta derivata se anuleaza pentru:

u=1
m

n—+m

m™ - n"

Pentru u = 0 si u = 1 obtinem f(x) = 0. Pentru u = W

m
functia f ia valoarea f =
m
Pentru a stabili natura extremului calculam a doua derivata a functiei F' si obtinem:

1"

F=u™ 1 —u)" Y m—ulm+n)]+u™ (1 —u)" —m —n]
" m mmil nnil
Observam ca F = [-m — n] < 0 deci acesta este un punct de maxim.
m+n (m4+n)m=1 (m+n)r1

Réspunsul corect este (c).

1 00 0 0
Problema 25 Consideram matricca A= [0 3 0] € M3(R). Atunci A — [0 3™ 0 | este:
0 0 5 0 0 5"
1 2" 0
(a) O 3™ 47
0 0 5"
1 00
() 10 0 0
0 00
(c) I3
(d) Os
Solutie: Vom calcula mai intai A™. Pentru aceasta observam:
1 00 1 00 1 0 0 1 0 0 1 0 0
A2=1(0 3 0 03 0fl=(09 0],4=(0 27 0 ],A4*=[0 8 0 |...A"=
0 0 5 0 0 5 0 0 25 0 0 125 0 0 625

Réspunsul corect este (b).

10

o O =
w
S 3o
jan)



